5. Logika — eliminace kvantifikatoru (MP leden 2010)

Elementarni podstruktura

Struktura A je elementdrni podstuktura struktury B
A < B,
jestlize je to podstruktura struktury B
ACB
a pro kazdou formuli (%) jazyka struktury A a @ € A“®) plati
A= la] & Bl=olal.

Plati, Ze je-li A C B a ¢ je bezkvantifikitorova, tak A < B.
Déle plati, ze pokud A < B, tak A = B.
Modelova kompaktnost

Teorie T je modelové kompletni, kdyz pro kazdé jeji dva modely A, B takové,
ze B C B plati A < B.

Vnoreni

Funkce f: A — B je (izomorfni) vnoteni A do B, je-li prosta a plati:

(el) Pro kazdé m > 0 a kazdy m-arni rela¢ni symbol R jazyka L a aq,...,an
z Aje RYay,...,am) < RE(f(a1),. .., f(am)).
(e2) Pro kazdé m > 0 a kazdy m-4rni funkéni symbol F jazyka L a aq,...,am

z A je f(FA(al7 ce ) = FB(f(al)7 ooy flam)).
Elementarni vnoreni

Je-li f[A] < B, iikdme, Ze f je elementdrni vnoteni A do B.

Neboli vnotfeni A do B je elementarni pravé, kdyz pro kazdou formuli ¢(ZT)
jazyka struktury A a @ e A“*®) plati

A | pla] & B y[fa].

Parcidlni vnoteni A do B je funkce f C A x B takova, Ze pro kazdou atomickou
(nebo ekvivalentné otevienou) L-formuli ¢(Z) a @ € dom(f)"®) plati

A ¢la] & B lfdl.

Parcidlni vnoteni f 1ze bezprostiedné prodlouzit, kdyz pro kazdé a € A existuje
b € B tak, ze f U {(a,b)} je parcidlni vnofeni A do B.
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Prvomodel

Model teorie T je jeji algebraicky prvomodel, 1ze-li jej vnorit do kazdého modelu
teorie T'. Model teorie T je jeji prvomodel, 1ze-li jej elementarné vnotit do kazdého
modelu teorie 7T'.

M&-1i T prvomodel A, je Th(T) = Th(A) a T je tedy kompletni, nebot kazdy
model teorie T je elementarné ekvivalentni s A.

TVRZENI 5.1.3

Ma-li teorie T algebraicky prvomodel a je modeloveé kompletni, je kompletni a
jeji algebraicky prvomodel je jeji prvomodel.

Eliminace kvantifikatoru

Nejmensi mnozina formuli obsahujici mnozinu I' formuli, uzaviend na -, & ,V
se znad¢i b(I") a jeji prvky se nazyvaji booleovské kombinace formuli z T'.

Bud I mnozina L-formuli a T teorie v L. Mnozina I' je eliminacni pro teorii
T, jestlize ke kazdé L-formuli ¢(T) s I(Z) > 0 existuje booleovska kombinace ()
formuli z T" tak, ze T+ ¢(T) < ¢(T). Je-li I" mnozina vSech atomickych L-formuli,
tikame, ze T md eliminaci kvantifikdtori.

TVRZENI 5.2.3

Ma-li T eliminaci kvantifikdatori, je modelové kompletnsi.

Je-li formule ¢ tvaru (Jy)y, kde x je elementarni konjunkce, fikdme, Ze ¢ je
1-primitivni.

Je-li formule ¢ tvaru (Jy)x, kde x je bezkvantifikdtorova formule, fikdme, Ze
 je 1-existencni.

Pokud mame y misto y, fika se, ze ¢ je primitivni, resp. existencni.

Teorie T je [1]-koexistenéni, kdyz pro A =T, B = T a neprazdné koneéné
parcialn fvnofeni f modelu A do B a kazdou [1]-primitivni formuli (%) s {(Z) > 0
aa € dom(f)"® je

A |=¢la] & B = ¢lfal.

TVRZENI 5.2.5 Bud' T teorie.

1) (Eliminaéni ekvivalent) T' md eliminaci kvantifikdtori < T je koezistenc-
ni < T je 1-koexistencni.

2) (Eliminaé¢ni kriterium) KdyZ pro kaidé A =T, B = T lze kaZdé konec-
né neprdzdné parcialni vnoteni A do B bezprostredné prodlouzit, ma T
eliminaci kvantifikdtori.

Kdyz pro kazdé A =T, B | T lze kazdé koneéné neprazdné parcidlni vnofeni
A do B bezprostiedné prodlouzit, je T' 1-koexistenc¢ni.



