1. Matematicka analyza — definice (MP leden 2010)

Zakladni pojmy a definice
1. Definujte metricky prostor, oteviené a uzaviené mnoziny, hrani¢ni bod
mnoziny.

* Metricky prostor je dvojice (M,d), kde M je mnozina bodu
ad: M x M — R funkce dvou proménnych zvanad metrika,
kterd spliuje 3 axiomy:

1) d(z,y) =0 z=y
2) d(z,y) = d(y,x)
3) d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y)

* Bud (M, d) metricky prostor, a € M a r > 0 realné ¢éislo. Pak
oteviend koule se stredem v a a polomérem r je

B(a,r) ={x € M | d(a,x) <r}.
Utevrend koule se stredem v a a polomérem r je
B(a,r) = {z e M | d(a,z) <7}
* Mnozina X C M je otevrend, pokud
YVaeX 3r>0: B(a,r) CX.

* Mnozina X C M je uzaviend, pokud jeji doplnék M \ X je
oteviena mnozina.
* Bod a € M je hraniéni bod mnoziny X C M, pokud kazdé

okoli bodu a (oteviena mnozina v M obsahujici bod a) protina
XiM\X.

2. Definujte limitni bod mnozZiny, izolovany bod mnoZiny, uzavér mnoziny.

* Bod a € M je limitn? bod mnoziny X C M, pokud kazdé jeho
okoli U mé nekonény prinik s mnozinou X (neboli mnoZina
U N X je nekoneénd).

* Bod a € M je izolovany bod mnoziny X C M, pokud existuje
okoli U, ze UN X = {a}.

* Uzdveér mnoziny X C M je mnozina

X ={a€ M |a= lim a,pro n&akou(a,) C X}.
n—oo

Je to pravé mnozina XU limitni body X.



3. Definujte spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory a homeomorfismus.
* Necht (My,dy) a (Maz,dz) jsou metrické prostory a f : My —
Ms je zobrazeni mezi nimi. Pak f je spojité v bodé a € M,
jestlize

Ve>0 30 >0 di(z,a) <d=da(f(x), fla)) <e.

Zobrazeni f je spojité, kdyz je spojité v kazdém bodu prostoru
M;.
* Heineho definice spojitosti f v a:

f je spojité v a & (V(an)(nango an =aavVn a, #a) = (nh_{réo flan) = f(a))) .

* Bijekce f : M7 — M>s mezi metrickymi prostory je homeomor-
fismus, kdyZ zobrazeni f i inverzni zobrazeni f ! jsou spojit4.
Pokud takova bijekce existuje, oba metrické prostory jsou ho-
meomorfni.

4. Podejte obé definice kompaktniho metrického prostoru, resp. kompaktni
mnoziny v metrickém prostoru.

* Metricky prostor je kompaktni, kdyz ma kazda posloupnost
bodt (a,) C M konvergentni podposloupnost.

* Mnozina X C M je kompaktni, kdyz je podprostor (X,d) s
indukovanou metrikou kompaktni. (Neboli kazda posloupnost
bodt (a,) C X méa konvergentni podposloupnost s limitou v
X.

* Mnozina v metrickém prostoru je kompaktni, pravé kdyz je
topologicky kompaktni.

* Mnozina X C M je topologicky kompaktni, kdyz kazdé jeji
otevirené pokryti ma konecné podpokryti.

* Pro mnozinu X nazveme systém mnozin {O; | i € I'} v M jejim
otevrenym pokrytim, kdyz jsou vSechny mnoziny O, oteviené
aXC UiEI O,L'.

* Konecné pokryti je koneény systém {O; | j € J}, kde J C I
je konec¢na a ktery pokryva X.

5. Definujte aplny metricky prostor a kontrahujici zobrazeni mezi metricky-
mi prostory.

* Metricky prostor (M, d) je dplny, kdyz kazd4 cauchyovska po-
sloupnost boda v M konverguje.
* Posloupnost bodt (a,,) v M je cauchyovskd, kdyz

Ve>0 Ing e N : m,n>ng=|am —an| <e.
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* Zobrazeni f : M — M metrického prostoru (M,d) sama do
sebe je kontrahujict, kdyz pro néjaké c¢islo ¢ € R spliujici
0 < g < 1 pro kazdé dva body z,y € M plati

d(f(x), f(y)) < q-d(z,y).

* Pevnym bodem zobrazeni f mnoziny X sama do sebe rozumi-
me bod a € X, ze f(a) = a.

* Posloupnost bodt (z,) C X je posloupnost iteraci zobrazeni
f:X — X, kdyz pron =1,2,... plati, Ze 41 = f(z,) a 21
je libovolny bod z X.

6. Vysvétlete typy konvergence posloupnosti a fad funkci.

* Posloupnost funkci (f,,) bodové konverguje k funkci f na M
fn— fna M,
kdyz pro kazdé x € M plati

lim f,(x) = f(z).

n—oo

Neboli
Ve>0 YeeM 3ngeN : n>ng=|fu(z) — f(z) <e.
* Posloupnost funkci (f,,) stejnomérné konverguje k f na M
fn= fna M,
kdyz
Ve>0 dngeN : n>ng, € M= |f.(z) — fla)| <e.

* Posloupnost funkci (f,) lokdlné stejnomérné konverguje k f
na M

loc

fan™="f na M,

kdyz kazdé © € M mé okoli U = (x — d,z + 0) (kde § mize
zéviset na x), ze f, = f na U N M.
* Méjme pro funkce f, : M — R nekonecnou fadu



funkci definovanou jako posloupnost ¢astecnych souctu

(Sn) = (flaf1+f27f1+f2+f3ﬂ"')'

* Rada bodové konverguje na M, kdy% (s,) — f na M.

io:fn_)fnaM

n=1

* Rada stejnomérné konverguje na M, kdy# (s,) = f na M.

ifnﬁfnaM

n=1

loc
* Rada lokdIné stejnomérné konverguje na M, kdy% (s,,) = f
na M.

loc

an =" fna M
n=1

7. Definujte mocninnou fadu a polomér konvergence (v redlném oboru).

* Mocninnou Tadou rozumime nekonecnou Fadu funkci

(o)
Z an(z — x0)".
n=0

Cisla s,, € R jsou koeficienty a ¢islo 2o € R je stfed mocninné
fad. Pro jednoduchost se omezme na fady se stfedem v nule.

* Polomer konvergence mocninné fady ZZO:O anx™ je ¢islo R €
[0,00) U {400} definované

-~ 1

limsup,,_, . |an

1
n

* Interval (—R, R) se nazjva interval konvergence.



8. Definujte trigonometrickou fadu, Fourierovy koeficienty funkce a Fourie-
rovu fadu funkce.

* Trigonometrickou fadou rozumime nekonecnou fadu funkci

(o]
0
? Z (an cos(nz) + by, sin(nx)),
kde ag,ai, ... a by,bs, ... jsou pevné dané realné koeficienty a
z je redlnd proménna.
* Fourierovy koeficienty ag,... a by,... funkce f € R[—m, 7|

(tzn. Riemannovsky integrovatelné na [—, 7]) jsou definovany

1 s

ay, = M —— f(x)cos(nx)dx, pron=0,1,2,...
™ T™J_x
. 1 s

b, = < [,sin(nz) > —— f(z)sin(nx)dx, pron=1,2,3,....

T T ) _x

* Fourierovou fadou funkce f € R[—m, ] rozumime trigonome-
trickou fadu, jejiz koeficienty a,, a b, jsou rovny Fourierovym
koeficienttim funkce f.

9. Vysvétlete pojem po castech hladké funkce.

* Funkce f : [a,0] — R je na intervalu [a,b] po édstech hladkd,
kdyZ existuje kone¢nd mnozina A C [a,b] takovd, Ze f ma na
mnoziné [a, b] \ A spojitou prvni derivaci f’ a v kazdém bodu
a € Amé f1ijeji derivace f’ jednostranné limity.

* Jednostranné limity oznacme

lim f(z)=f(a+0) a lim f(zx)= f(a—0).

z—at T—a~

*

Neboli f je na [a,b] po ¢astech hladkd, kdyz existuje déleni
a=ag<a; <ag<...<a,=>intervalu [a,b] takové, ze f
mé na kazdém intervalu (a;, a;+1) spojitou prvni derivaci (i f
je na tomto intervalu tedy spojitd) a v délicich bodech existuji
vlastni jednostranné limity f(a; + 0), f(a; — 0), f'(a; + 0),
f'(a; — 0). (Existence prvnich dvou plyne z druhych dvou a
Lagrangovy véty o stiedni hodnoté.)

*

Pokud je f po ¢astech hladka na [a, b, tak jeji Fourierova fada
bodové konverguje. V bodech spojitosti konverguje k funkéni
hodnoté a v délicich bodech a; k aritmetickém priméru jed-
nostrannych limit.



10. Definujte holomorfni funkci a analytickou funkeci.

* Necht zg € X € C, mnozina X je oteviend a f : X — C. M4-li
f v zo derivaci, fekneme, Ze funkce f je holomorfni v bod€ zy.

* Ma-li f derivaci v kazdém bodé mnozZiny X, fekneme, Ze f je
holomorfni na mnoZiné X.

* Celd ¢i celistva funkce je funkce holomorfni na celém C.

* Mnozinu D(zp, R) = {z € C | |z — 20| < R} nazyvame diskem
konvergence mocninn€ fady M. Je to otevieny kruh se stredem
v 2o a polomérem R.

* Necht zp € X C C s otevienou mnozinou X a f : X — C.
Kdyz existuje r > 0, ze D(z9,7) C X a f se did na disku
D(zp,r) vyjadFit mocninnou fadou se stfedem v zg, Feknemé,
ze f je analytickd na X.

* Kdy7z se pro kazdé zp € X a kazdé takové r > 0, ze D(zg,r) C
X, da f vyjadfit na disku D(zp,r) mocninnou fadou se stie-
dem v zg, fekneme, Ze f je globalné analytickd.

11. Definujte pojem holomorfniho rozsifeni a singularity.

* Jsou-li X C Y C C dvé oteviené mnoziny a f : X — C,g :
Y — C holomorfni funkce splitujici f(z) = g(z) pro kazdé
x € X, fekneme, Ze g je holomorfni rozsiteni funkce f (na
mnoZinu Y ).

* Nechf z(z2) = >, ~, anz" ma polomér konvergence R, ze 0 <
R < +o0 tak, ze f : D(0,R) — C je holomorfni funkce. Rek-
neme, ze bod u € C na konvergené¢ni kruznici, tj. |u| = R, je
singularita funkce f, kdyz neexistuje holomorfni rozsifeni f na
zadné jeho okoli.

* To jest, pro zadné § > 0 neexistuje holomrfni rozsiteni f z
D(0, R) na D(0, R) U D(u,?).



